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1 Aquecimento
Determine a representacao dos seguintes ntimeros por fragoes continuas:
(a) 8 (b) # (c) 13

(d) V5+1 () 8— /2 (e) In2

Verifique se cada um dos nimeros abaixo é inteiro,racional ou irracional, justificando
convenientemente sua resposta.

(a) [7] (b) [1;4,2,1]
(e) [2:1,3.4] (d) [1;1]

(e) [2:7.8,7.8,2] (f) [0;7,4,5,8]
(9) [2:1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8, ... (h) [4;3,6]

Escreva os ntimeros que correspondem as fragoes continuas da questao 2.

Responda ao que se pede:

(a) Determine as fragoes continuas associadas a i e 12.

(b) Prove que, Va,y € Z, se .= [ag; a1, as, ..., a,], entao .= [0; ag, a1, ag, ..., ay).

Determine x e y que satisfacam o seguinte sistema: E|

{[2;1,x]+[3 ,y] = [6;65, z]
;@] = [1; 6T]=[]

!Dica: Utilize o resultado da questdo 5 da secio 2.
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Faga o que se pede:

(a) Calcule:

o [2:1,4,2] e [2:1,4,3]
o [2:1,4,4] o [21.4,5

3 . __ 14n+3
(b) Verifique que [2;1,4,n] = FE.

Os retangulos abaixo mostram uma forma de apresentar fracoes continuas. Quais
sao essas fracoes?

4 5 5 4
L DL Ld [T
14
14
Mostre que, se p > q e g = [ai; as,as, ..., a,], entéo % = [ag; ai, as, ..., a,], em que

Cl():().

Determine a fracdo continua de /7. Mostre que ela ¢ periodica a partir de um
certo ponto, e determine o periodo.

A partir de [1; 1, 2,3] = 10, escreva a fracao continua na forma matricial e con-
clua que [3;2,1,1] = T e [3;2,1] = E|

Encontre as fracoes continuas de Va2 + 4 e Va2 — 4.

Demonstre que, para todo inteiro positivo a, temos as seguintes expansoes em fra-
¢oes continuas periddicas:

(a) \/a2+ = [a, 2a].

(b) Var—T=la— ;1,203

(c) Va =la—1;1,a —2,1,2a — 2].
(d) Va? =la—1;2,2a —2].

Prove que, se p é primo, entao a fragao continua de \/p ¢ da forma

\/Z_9 = [&1; g, A3, ..oy Ay Qg5 .o, X3, A2, 2051].
Seja A = [2;1, 3,2]. Considere «, 5,7, € N tais que

_ad+f
T OAAES

3
Seja f(n) o nm-ésimo nimero k tal que o + B* + 4% 4 6% & primo. Prove que > f(i) ¢

i=1
primo.

2Para teoria e informagdes sobre fragdes continuas multidimensionais, veja [10].



2 Problemas gerais
Prove que um nimero real pode ser escrito como um fragao continua se, e somente

se, este niimero ¢ racional.

Prove que
2+V2)"+(2—-Vv2)" 1 2
2+V2r—(2-v2)" V2 1+ ey

145

lnp] Vn>0¢eN, em que p =

Considere a sequéncia a,, tal que ag =0 e a,

o0
. .. . . ~ . bi L.
Considere agora a sequéncia b, = (a,41—a,)—1. Seja entdao v = kE ) 7or Da base numeérica

2. Seja 19 a representacao de v na base decimal.

Prove que
1

Em que F,, denota o n-ésimo termo da Sequéncia de Fibonacci, definida por

L ((\/5;1)”_ (Q_l)n)

5

Considere a fracdo continua de v/d. Seja % sua n-ésima convergente. Prove que, para
n

algum n, p? — dg? = 1.

2
Prove que z + L = o
:c—i-ﬁ 2

.1
T

Prove que para todo x natural par, entao:

&

1+

Construa o Diagrama de Klein para a expansao em fragoes continuas de ~5

Um ano tem J = 365,2425 dias e um periodo lunar sinédico tem M = 29,53059

dias. Os gregos calcularam que haveriam aproximadamente 235 periodos em 19 anos.
19 & uma aproximacao muito boa para w = %! Demonstre isso utilizando

Obviamente, o=
a expansao em fragoes continuas e analisando seus convergentes.



(9) Encontre os conjuntos de inteiros (z,y, z) para os quais os lados do triangulo retan-
gulo da figura abaixo, a medida que aumentam, o angulo ¢ entre z e z se aproxima de %.

(10) Prove| que

[\
—_
[\

PO P ——
S+ —3 o —
3.7+ 5
Ot i
(11) Seja
1
& =1 + P
n 1+ -
2+ =2
2+2+772
2...+7(2";3)2

Demonstre que Z—: =1-i+1-14. (-1
(12) Faga o que se pede:

(a) Prove que

T 14 2
2 7 3+ %
T
(b) Prove que
4 L+ 2
T 7+ o 13
8+gp L

3Para outras identidades envolvendo 7, veja [2]



(13) Prove que, para qualquer a € R\Q, e quaisquer s,t € R com s < t, existem inteiros
m,n com n > 0 tais que s < na +m < t.

(14) Observe que
1

Vicieo— L
1
2+ 2+2+2i17
(a) Verifique:
1
V5 =2+ ypp—
4+4+%
(b) Verifique:
1
VIO =3+ —
6+6+6117
(c) Prove que
1
vn?+1l=n+ T
2n + 2n+2 — L
T onF

(b) Encontre outra forma de representar tgx a partir de fragoes continuas.

(16) Seja a, = 4n Vn > 1. Considere §, com mdec(a, ) = 1 o namero racional re-
presentado pela fracao continua

o) 1

B -

Boant g

An4-2

Escolhendo-se ao acaso um valor de n do conjunto A = {1,2,3,...,15,16} Qual é a pro-
babilidade de o + 3 ser primo?



3 Problemas de Olimpiadas

(Torneio das Cidades 1991) Sejam a = 1+ ﬁ eb=1+ 2++ Prove que
3+—1

'..1 '.. 1
99 T00

la —b| < gariger-

(Olimpiada Mateméatica Espanhola 2011) Cada ntimero racional é pintado de uma
cor utilizando apenas duas cores: verde e azul. Uma determinada coloracao é sanfermi-
nera quando para cada um dos ntimeros racionais x, y, com x # y, os que satisfazem as
trés condigoes seguintes:

[ ] th/ — 1;
ez ty=0;
o v +y=1

Sao pintados da mesma cor. Quantas coloragoes sanfermineras existem?

(Putnam 1995) Calcule

1
812207 — s T
2207 — 2207—...

b .
Escreva sua resposta na forma %E, onde a, b, ¢ e d sao inteiros.

(Olimpiada Russa de Matematica 1958) Resolver nos inteiros positivos

1 1
1 - 9 + 1 = 1

1
*1958

3+ "+ ieg wot ot

(Olimpiada Paulista de Matematica 2013) Os ntimeros reais podem ser expressos na

forma de fragoes continuas, isto é, na forma:

ap +
° a; + 1

ag+——7—
2

em que ag ¢ inteiro e ay, as, as, ... sdo inteiros positivos. Utiliza-se a notagao [ag; a1, as, as, ...]
Por exemplo, para escrever 222 na forma de fracdo continua, inicialmente, calculamos o

37
maior inteiro menor ou igual a esse racional. Esse é o ay.
Assim: 2013 15 1
— =M+ ==+
37 37 ?—g
E repetimos o processo agora para i’—g e, assim por diante, obtendo aq, as, as, ...
2013 15 1 1 1 1
—5 =M+ =Mt =Mt —— =Mt —F =M+ —
37 37 T 2+ & 2+ = 2+ s
Temos entao que % = [54;2,2,7]. Pode-se demonstrar que todo racional tem uma re-

presentacao finita (com um ntmero finito de a;’s) como fragao continua.
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As coisas ficam ainda mais interessantes quando consideramos os numeros irracionais.
Cada irracional possui uma representacao tnica como fracao continua a qual é infinita.
E, quando a truncamos, ela fornece as melhores aproximacoes racionais para ele.

Por exemplo, 7 = 3,141592653589793238462... = [3;7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,...]. Ado-
tando ) g55
TR [3;7,15,1] =3+ g = — = 3,14159292...
7+ 5T 113
1

obtemos uma excelente aproximagao!
Uma questao extremamente interessante da teoria de fragoes continuas é: quais nimeros
tém uma representacao periddica quando escritos dessa maneira? Por exemplo, qual

ntmero real tem a representacao [1;1,1,1,...] = [1;1]?
Seja
1
r=1+ ] i
e
Entao podemos observar que (verifique)x = 1+ % Sl —r—-1=0&10= %5 e, como

x € positivo, T = 1+2*£, conhecido como ¢ a razao aurea!
E como é a representacao de v/3? Fazemos o procedimento usual. O maior inteiro menor
do que V3 é 1. Assim:

1 1 1 1

—_

V3=1+(V3-1) = I+ —— =1+ =l = M = 4 .
v 2 = G ==
Repetindo as passagens acima:
1
V3=1+ :
T

E assim por diante. Ou seja, /3 = [1; 1, 2].

(a) Escreva a representagao de 221° como fragao continua.

(b) Escreva a representagao de v/11 como fragao continua e conclua que v/11 = %.

(Olimpiada Internacional de Matemética Universitaria 2010) Seja 0 < a < b.

Prove que
2

b
/ (22 +1) e dr>e @ — e



(7) (Olimpiada Internacional de Fisica 1967) Considere uma rede infinita consistindo de
resistores (cada qual com resisténcia r) como mostra a figura. Determine a resisténcia
equivalente R4p entre os pontos A e B.

(8) Definimos a sequéncia

an =nvV5 — [nV5)|

Determine os valores de n < 2011 tais que a,, seja respectivamente méximo e minimo.

(9) (Torneio Harvardo-MIT 2011) Para todos os nimeros reais x, seja f(z) = Wﬁ.

Calcule f(f(f(...(f(2011))...)))?!! onde (f) ¢ aplicada 2010 vezes.

(10) Determine o maior namero dentre [1;2, 3, ..., 2009, 2010] e [1;2, 3, ..., 2009, 2011}, no-
tagao equivale a seguinte representacao:

1;2,3,...,2009,2010 = 1 + ———

.. 1
3+ "‘!‘m

1
1;2,3,...,2009,2011| =14 ————
[7 3Dy ey ) ] +2+ 1

.. 1
3+ *+ 3011



4 Aplicagoes

4.1 Integrais

Faga o que se pede:

(a) Prove que
2b

e

cr? 3a

—2bx
2 )

3¢

/ax3+ba:2+cx+d: {dm;
3¢

(b) Seja f(x) = apx™ + ap12" P + ..+ arx
de termos «; tal que

[ fwa- K

4b

) ( 27a%c
x, —
+ ag.

2n—1

Koéi

Proveﬁ que
2
T e ®
.2 T
/ e du= —\/2_ — 2 T
0 X + 20+ 23
T+
2x+ T
Prove que
x
/ cosx dr = N —
+
(6-a?)+ 2 e 2022
(20—z )+(42 22)1
Sabendo E| que
o0
/ 1
tz - 00 )
et#senh(t
0 z+ K k2
1 (2k+1)z

(a) Determine uma aproximagao para f

dt = —

12

(b) Verifique que bf m

. 2
tinuas de %

(c) Sabendo que

2fsenh

dt.

4b(8b% — 9ac)

)

6abx

9ac — 8b2

™ —6 B 1 o 62 — 49 1
12 s 72
3 + kI_<1 k4l 1 7 + I{l
= 3(2k+§0 5) 2(7k+2 3 )

4para mais identidades envolvendo integrais, veja [8]

Ssenh(t) representa a funcio seno hiperbolico, definida por que senh(t) =

et

e—e

2

t

)

Mostre que existe uma sequéncia

e compare com a representacao em fragoes con-



Prove que

n t o 1
J etsenh(t) dt 36 kz_:l 2 — 49
o =236 =
t 1
of estsenh(t) dt = K 1

4.2 Aproximagoes de irracionais
Encontre uma fracao na forma § cujo erro em relaciao a 7 seja menor que 1075,

L

Prove que, para quaisquer inteiros p, ¢ com ¢ > 0 temos |v/2 — §| > 33

Seja 7;—“ a menor convergente de v/2 cuja soma p, + ¢, ¢ um quadrado perfeito. De-

a

termine o valor de a.
Encontre as 6 primeiras casas decimais de /80.

Determine uma aproximacao razavel para v2 + v/3 + /5 utilizando fracdes conti-
nuas.

A partir da constatacao de que
e—1 1

2 1+6++

1
1o+ T4+ qdots

podemos obter aproximacoes cada vez melhores de e. Por exemplo, a 7* convergente de
e—1 4 342762
2 ¥ 398959°

(a) Utilize esse fato para mostrar que

1084483
7 398059
(b) Determine € na forma 10* tal que
1084483
e————| <e.
398959 | —

A partir da expansao em fragoes continuas

et —1 1 Ran
ez‘i‘l_%—'—ﬁ_k:lélk—z

|

(a) Conclua que, se x ¢ um numero racional diferente de 0, entdao e® nao pode ser racional;

e3—1
e3+1°

(b) Determine uma aproximagao para
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4.3 Equacoes de Pell

Determine uma solucio de 2% — 29y? = 1.
Prove que a equacao x? — 3y?> = —1 nao possui solucoes inteiras.
Encontre as solucoes inteiras de

(a) z* +y* = 1129

(b) 22 4+ y* = 1009

Prove que, se (z1,y1) é a menor solugao positiva de x? — Ny?
as outras solugoes positivas (z,,y,) podem ser obtidas da equagao

Ty +yn\/ﬁ = <$1 +y1\/ﬁ>

Para cadan=1,2,3,... .

4.4 Equacgoes diofantinas

Encontre as solugoes inteiras de 323z 4+ 391y + 4372 = 10473.

Determine a quantidade de solugoes (x,y) € N da equagao
21z — 26y = 101

Para os quais  + y é um quadrado perfeito.

Determine as solugoes de 15x + 25y = 945.

4.5 Soma de quadrados

Expresse os seguintes nimeros como soma de quadrados:

(a) 29 (b) 13
(c) 353 (d) 433
(e) 461 (f) 877
(g) 1549 (h) 2777
(i) 2789 (j) 5297
(k) 7877 (1) 3041
(m) 104729 (n) 78877

11

= 1, entao todas



H& duas tropas de soldados divididas em dois quadrados, cada um contendo b co-
lunas e b soldados. Mostre que é impossivel combinar os dois quadrados em um tinico
quadrado de soldados. Mostre ainda que, se um soldado for adicionado ou sair de um
quadrado, as duas tropas podem ser combinadas em um quadrado.

Prove que todo nimero na forma
4k (8m 4 7)

Com k,m € N nao pode ser escrito como soma de dois quadrados perfeitos.
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